ECG1 TD n°14 : Intégration sur un segment

Exercice 1. Calcul de primitives

Dans chacun des cas suivants, calculer I'intégrale apres avoir justifié son existence :
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Exercice 2. Changement de variable

Calculer les intégrales suivantes a ’aide du changement de variable indiqué entre parentheses.
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Exercice 3. Intégration par parties

Calculer les intégrales suivantes.
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Exercice 4. Série de Bertrand

k+1 1
1. Mont Vk > 2 dx < .
ontrer que > 7/k poy r < ok
n—1
2. On pose S, = kz_2 ok Montrer que S, n_:)w +00.

Exercice 5. Suite d’intégrales

On pose pour n € N

1
un:/ "1+ tdt.
0

2
Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < P En déduire que la suite (u,)nen converge et préciser sa limite.
n

Exercice 6. Série exponentielle

On pose pour n € N

1. Calculer I et I.
2. Montrer que

En déduire la limite de I,, quand n — +oo.
3. Montrer que
1

VTLEN, I7L+1:In—m.

4. Montrer que
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Exercice 7. Intégrales de Wallis

Pour tout n € N, on pose
/2
Wy, = / (cost)"dt.
0

1. Calculer Wy et Wh.
2. Montrer que la suite (W,,) est décroissante. En déduire qu’elle converge.

3. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout n € N,
Whia=n+ )W, — (n+ )Wy 4a.

En déduire une relation de récurrence entre W, 1o et W,,.

4. Montrer alors que Vn € N,
2n)! =

@ nl)2 2

5. Soit pour tout n € N, u,, = (n 4+ 1)W,,4.1W,,. Montrer que la suite (u,,),en est constante et préciser sa valeur.

WZn =

6. En déduire I'expression de Ws, 41 pour tout entier n € N.

Exercice 8. Taux d’accroissement

Soient f une fonction continue sur [0, +oo[ et g la fonction définie sur |0, +oo[ par

ga) =1 / " f(0y.

X

Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 en précisant la valeur.

Exercice 9. Intégrale avec bornes variables

Soit g la fonction définie sur R par

Justifier que g est bien définie sur R.
Montrer que g est une fonction impaire.

)
)
c¢) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
)
)
)

71/‘2

Justifier que g est de classe C* et que pour tout z € R, ¢'(x) = 2e47" _¢
Dresser le tableau de variations de g. On précisera g(0).
Montrer : Vz €]0, +00],

zexp(—4z?) < g(z) < zexp(—2z?).

En déduire la limite de g en +o00, puis en —oc.

Exercice 10. Intégrale 4 parametre
ot
t+x
1. Donner ’ensemble de définition Dr de F.
2. Montrer que la fonction F' est décroissante sur RY .
3. Etudier la limite de F' en +o0.

dt.

1
Soit la fonction F' : x — /
0

Exercice 11. Bijection réciproque

1. Dresser le tableau de variations complet de la fonction F' définie sur R par F(z) = / e dt.
0

2. Montrer qu’il existe une unique fonction u définie sur R par : Vo € R,

/ et dt = .
0

3. Etudier les variations de u ainsi que sa dérivabilité.

Exercice 12. Sommes de Riemann

Montrer que les suites suivantes sont convergentes, et trouver leur limite.

n—1 n n—1 1/n
Vk n k
a)un:E m b)Un:E m C)wn: |I(1+n)
k=1

k=0 k=0



